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Təqdim olunan işdə nazik lövhənin rəqslərinin xətti tənliyi üçün kvadratik meyarlı 

optimal idarəetmə məsələsinə baxılmışdır. Əvvəlcə hər bir qeyd olunmuş mümkün idarəedici 
üçün sərhəd məsələsinin həllinin varlığı öyrənilmişdir. Sonra baxılan məsələdə optimal 
idarəedicinin varlıq teoremi isbat edilmişdir, sonda optimallıq üçün inteqral bərabərsizlik 
şəklində zəruri və kafi şərt çıxarılmışdır. 

 
Açar sözlər: nazik lövhə, optimal idarəetmə, varlıq teoremi, zəruri və kafi şərt. 
 
Məlumdur ki, nazik lövhənin rəqsləri dördtərtibli xüsusi törəməli 

diferensial tənliklərlə təsvir olunur [1], [2]. Ona görə də belə proseslərdə 
optimal idarəetmə məsələlərinin, yəni optimal idarəedicinin varlığının isbatı, 
optimallıq üçün zəruri və kafi şərtlərin çıxarılması, optimal idarəedicinin və 
ona uyğun optimal vəziyyətin təqribi qurulması məsələlərinin öyrənilməsi 
mühüm əhəmiyyət kəsb edir. Son dövrlərdə belə proseslər üçün optimal 
idarəetmə məsələlərinin intensiv tədqiqinə başlanıb. Belə işlərdən [3], [4]-ü 
qeyd etmək olar. 

Məsələnin qoyuluşu. Tutaq ki, idarə olunan proses  
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sərhəd şərtləri ilə təsvir olunur, burada ),0( TQT ×Ω= , ),0(),0( ba ×=Ω , a , 
b , T  müsbət ədədlər, ),(0 yxu , ),(1 yxu -verilmiş funksiyalardır, belə ki, 

)(2
20 Ω∈

o

Wu , )(21 Ω∈ Lu , ),,( tyxu -lövhənin yerdəyişməsi, ( )tyx ,,υ -

idarəedici funksiya, 
)1(12 2
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EhD -lövhənin əyilmə möhkəmliyi, ),( yxh -

lövhənin qalınlığıdır, 21 ),(0 µµ ≤≤< yxh , 1µ , 2µ -verilmiş ədədlərdir və 
),( yxh -in Ω -da iki tərtibə qədər kəsilməz törəmələri var, E  ( 0>E )-Yunq 

modulu, ν  

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
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2
10 ν -Puasson əmsalıdır, 2∇ -Laplas operatorudur, ),( yxρ -

lövhənin kütlə sıxlığıdır, o, Ω -da kəsilməzdir və 0),( >≥ γρ yx , γ -verilmiş 
ədəddir. 

Mümkün ( )tyx ,,υ  idarəedicilər sinfi olaraq )(2 TQL -dən qabarıq qapalı 

adU  çoxluğu götürülür. 
Hər bir ( )tyx ,,υ  mümkün idarəedicisinə uyğun (1)-(3) məsələsinin həlli 

dedikdə elə )(),,( 1,2
2 TQWtyxu ∈  funksiyası başa düşülür ki, o ixtiyari 
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inteqral eyniliyini və ),()0,,( 0 yxuyxu =  şərtini ödəsin. 
Aşağıdakı kimi optimal idarəetmə məsələsi qoyulur: adU  mümkün ida-

rəedicilər sinfindən elə idarəedici tapmalı ki, o, (1)-(3) başlanğıc-sərhəd 
məsələsinin həlli ilə birlikdə  
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funksionalına minimum qiymət versin, burada ),,( tyxzd  funksiyası )(2 TQL -
dən verilmiş funksiyadır, 0>α - verilmiş ədəddir. 
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I. (1)-(3) məsələsinin həllinin varlığı və yeganəliyi 
Teorem 1.  Hər bir qeyd olunmuş ( )tyx ,,υ  mümkün idarəedcisi üçün 

(1)-(3) məsələsinin )(1,2
2 TQW  fəzasında yeganə həll var.  

Həllin varlığını göstərmək üçün Faedo-Qalyorkin üsulunu tətbiq edək. 

)(2
2 Ω


W -dən olan { }∞=1),( ii yxω  bazis funksiyaları götürək və (1)-(3) məsələsinin 
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Bu bərabərliyi t -yə görə inteqrallasaq verilənlər üzərinə qoyulmuş şərtlər 
daxilində aşağıdakı münasibəti alarıq: 
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burada və bundan sonra C  ilə müxtəlif sabitləri işarə edəcəyik.  
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bərabərsizliyinə görə alarıq: 
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Bu bərabərsizliyə Qronuoll lemmasını tətbiq etsək,  
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olar. Beləliklə, alırıq ki, ),,( tyxu  funksiyası (1)-(3) məsələsinin ümumiləşmiş 
həllidir. 
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qiymətləndirməsini alardıq. Buradan isə 021 ≡−= uuu  olduğu alınır, yəni 

21 uu = . 
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II. Optimal idarəedicinin varlığı 
Teorem 2. (1)-(4) məsələsinin verilənləri üzərinə yuxarıda qoyulan 

şərtlər daxilində həmin məsələdə optimal idarəedici var. 
İsbatı. Tutaq ki, { } adn U∈υ  minimallaşdırıcı ardıcıılıqdır, yəni 

)(inf)(lim υυ
υ

JJ
adUnn ∈∞→

= .                                                               (7) 

Buradan alınır ki,  
const

TQLn ≤
)(2

 υ .                                                                  (8) 

(1)-(3) məsələsinin nυ  idarəedicisinə uyğun həllini ),,( tyxun  ilə işarə 
edək. 

{ }nu  ardıcıllığı üçün I hissədəki qayda ilə 
constu

TQWn ≤
)(1,2

2
                                                                 (9) 

qiymətləndirməsini alarıq. 
(8), (9) münasibətlərindən Hilbert fəzasındakı zəif kompaktlıq xassəsinə 

əsasən ∞→n  olduqda alarıq: 
0υυ →n  )(2 TQL -də zəif                                                           (10) 
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Ümumiləşmiş həllin tərifində nυυ = , nuu =  yazaq: 
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(10) və (11)-u nəzərə almaqla bu bərabərlikdə limitə keçək: 
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Bu münasibət göstərir ki, ),,(0 tyxu  funksiyası (1)-(3) məsələsinin 
),,(0 tyxυ  idarəedicisinə uyğun həllidir. 

(4) funksionalı kvadratik olduğundan o aşağıdan zəif yarımkəsilməzdir, 
yəni 

)()(lim 0υυ JJ n
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≥
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Onda (7) və (12) münasibətlərindən 
)()(inf 0υυ

υ
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∈
. 

Buradan 
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υ
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∈
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deməli, ),,(0 tyxυ  idarəedicisi adU  sinfində )(υJ  funksionalına minimum 
qiymət verir, yəni ),,(0 tyxυ  optimal idarəedicidir. 

Teorem isbat olundu. 
 
III. Optimallığın zəruri şərti 
Verilmiş mümkün ),,(0 tyxυ  idarəedicisi üçün aşağıdakı qoşma məsələni 

daxil edək: 
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burada ),,(0 tyxu  funksiyası ),,(0 tyxυ  idarəedicisinə uyğun (1)-(3) məsə-
ləsinin həllidir. 

(1)-(3) məsəsləsində olduğu kimi göstərmək olar ki, (13)-(15) qoşma 
məsələsinin də )(1,2

2 TQW -dən olan yeganə ümumiləşmiş həlli var. 
Optimallığın zəruri şərtini çıxarmaq üçün iki ),,(0 tyxυ  və 

),,(),,(0 tyxtyx δυυ +  mümkün idarəedicisini götürək. Bu idarəedicilərə uyğun 
(1)-(3) məsələsinin həllərini ),,(0 tyxu  və ),,(),,(0 tyxutyxu δ+  ilə işarə edək. 
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sərhəd məsələsinin həlli olar. 
I hissədə olduğu kimi buradan asanlıqla 
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Cu δυδ ≤                                               (19) 

qiymətləndirməsini almaq olar. 
)(υJ  funksionalının artımını hesablayaq: 
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inteqral eyniliyi doğrudur. 
),,( tyxψ  funksiyası (13)-(15) qoşma məsələsinin ümumiləşmiş həlli ol-
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 72 

(22)-də ψη = , (23)-də uδχ =  götürüb onları tərəf-tərəfə çıxaq və alınan 
ifadəni funksionalın artımına əlavə edək. Onda funksionalın artımı 

RdxdydtJ
TQ

++−=∆ ∫ δυαυψυ )2()( 00                                       (24) 

şəklinə düşər. 
(21)-i nəzərə alsaq funksionalın artımının (24) düsturundan alarıq ki, 

baxılan məsələdə funksionalın qradiyenti 
00 2)( αυψυ +−=gradJ  

düsturu ilə hesablanır. 
Onda [6]-dakı məlum teoremə görə (səh. 28) ),,(0 tyxυ  idarəedicisinin 

optimal idarəedici olması üçün zəruri şərt 
0))(2( 00 ≥−+−∫ dxdydt

TQ

υυαυψ , adU∈∀υ                                           (25) 

bərabərsizliyinin ödənməsidir. 
(4) funksionalı adU -də ciddi qabarıq olduğundan (25) şərti ),,(0 tyxυ  

idarəedicisinin optimallığı üçün həm də kafi şərtdir. 
Beləliklə, aşağıdakı teoremi isbat etmiş oluruq: 
Teorem 3. (1)-(4) məsələsinin verilənləri üzərinə yuxarıda qoyulmuş 

şərtlər daxilində ),,(0 tyxυ  idarəedicisinin optimal idarəedici olması üçün 
zəruri və kafi şərt (25) bərabərsizliyinin ödənməsidir. 
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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

КОЛЕБАНИЙ ТОНКОЙ ПЛАСТИНЫ 
 

Г.Ф.КУЛИЕВ, Х.И.СЕЙФУЛЛАЕВА  
 

РЕЗЮМЕ 
 

В представленной работе рассмотрена задача оптимального управления с квад-
ратичным критерием для линейного уравнения колебаний тонкой пластины. Сначала 
для каждого фиксированного допустимого управления изучено существование решения 
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граничной задачи. Далее доказана теорема существования оптимального управления и в 
конце выведено необходимое и достаточное условие оптимальности в виде интеграль-
ного неравенства. 

 
Ключевые слова: тонкая пластина, оптимальное управление, теорема существо-

вания, необходимое и достаточное условие. 
 

OPTIMAL CONTROL PROBLEM FOR THE EQUATION OF VIBRATIONS  
OF THIN PLATE 

 
H.F.GULIYEV, Kh.I.SEYFULLAYEVA 

 
SUMMARY 

 
The paper considers the optimal control problem for the linear equation of vibrations of 

the thin plate with quadratic criteria. First, for every fixed admissable control the existense of 
solution of boundary value problem is studied. Next, the theorem of existence of the optimal 
control is proved and necessary and sufficient conditions of optimality in the form of integral 
inequality are obtained. 

 
Key word: thin plate, optimal control, existence theorem, necessary and sufficient 

conditions. 
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